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Este trabajo tiene principalmente la finalidad de presentar, a los docentes del Sistema
de Educacion Primaria, una introduccion al estudio de la Probabilidad. En proxi-
mos trabajos continuaremos desarrollando algunos aspectos bdsicos del tratamiento
matemdtico y presentaremos ideas para el trabajo, a nivel escolar, de los contenidos
matemdticos vinculados al tratamiento del azar y la probabilidad.

La Probabilidad es una disciplina cientifi-
ca que nacid asociada a los juegos de azar y
a las apuestas'. Hoy en dia tiene aplicaciones
que han excedido en mucho las mds cldsicas,
como es el caso de la Estadistica Inferencial.
Es utilizada en Biologfa, Ciencias Sociales, en
Fisica, etc.

La nocién de probabilidad nace de la necesi-
dad de medir de alguna manera la certeza de que
un evento o suceso ocurra o no. Para hacerlo, se
define una funcién de probabilidad que asigna
un nimero a un suceso.

La teoria de la probabilidad se ocupa de defi-
nir con precision el concepto de probabilidad de
eventos, y de desarrollar métodos para calcular
la probabilidad de algunos eventos, conocidas
las probabilidades de otros.

Algunos de los matemdticos que estdn aso-
ciados al desarrollo de la probabilidad son: G.
Cardano (que vivié entre 1501-1576; 87 afios
después de su muerte se publica su Libro sobre
los juegos de azar); B. Pascal (1623-1662); J.
Bernoulli (en los comienzos de 1700); Th. Ba-
yes; P. S. Laplace (con su libro Teoria analitica
de las probabilidades, en 1812), A. Kolmogorov
(en la primera mitad del siglo XX fundament6
matemadticamente la Teoria de la Probabilidad).

En nuestro pais existe una escuela vin-
culada a la Teoria de la Probabilidad y a la

Estadistica, que cuenta con matemadticos re-
conocidos internacionalmente. Las dos insti-
tuciones de referencia en esta materia son el
IMERL de la Facultad de Ingenieria (UdelaR)
(http://www.fing.edu.uy/) y el Centro de Ma-
tematica de la Facultad de Ciencias (UdelaR)
(http://www.cmat.edu.uy/).

Todo experimento debe ser susceptible de
repetirse conservando las mismas condiciones
con las cuales se realizé su precedente, de tal
manera que las inferencias que se realicen re-
sulten lo mds fiables posible. Aun asi, no siem-
pre se obtienen los mismos resultados, pues a
veces participan factores incontrolables que no
obedecen a ninguna causa natural controlada ni
intervencion humana intencionada, y que deno-
minamos azar o casualidad.

Desde el punto de vista de la presencia o no
de la contingencia en los resultados, definimos
experimentos:

Deterministico es aquel en el cual, bajo las
mismas condiciones experimentales, absoluta-
mente todas las repeticiones del experimento
producen siempre el mismo resultado.

Aleatorio es aquel en el que, aun conservan-
do las mismas condiciones experimentales con-
troladas, los resultados no se pueden predecir
con exactitud para las sucesivas repeticiones.

" Uno de los problemas referidos a juegos de azar que motivé a un gran matemético francés, Blas Pascal, alrededor de 1650, fue el siguiente: EI Caballero De Meré plantea
a Pascal que en su experiencia practica como jugador habia comprobado que era favorable apostar uno a uno a favor de que al tirar cuatro veces un dado comin saldria al
menos un seis, y en cambio era desfavorable apostar en las mismas condiciones a favor de sacar por lo menos un seis doble tirando dos dados 24 veces.
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Ejemplo 1: Lanzamos una moneda al aire
para observar de cudl lado cae, no podemos
pronosticar con certeza si se presentard nime-
ro o si se presentard cara. Tenemos presente el
componente del azar y es, por consiguiente, un
experimento aleatorio. No ocurriria 1o mismo si
la moneda estuviese disefiada igual por ambos
lados y, por consiguiente, seria un experimento
deterministico.

Ejemplo 2: Se repite un experimento, y sus
resultados se miden con un instrumental de
poca precision, obteniendo un experimento de-
terministico. Luego se mejora la precision de
los instrumentos de medicion, de modo que son
capaces de captar las pequefias variaciones de
los resultados. Al repetir el experimento varias
veces, se detecta que se trata de un experimento
aleatorio. En este caso, el cardcter de aleatorio
del experimento resulta de una mejora en la ca-
lidad del conocimiento sobre el fendmeno.

Los eventos aleatorios no son predecibles
con absoluta certeza; no obstante podemos me-
dir el grado de confianza con que se hace un
prondstico sobre la ocurrencia o no de un de-
terminado suceso. Para ello se pueden usar tres
interpretaciones de la probabilidad.

1. Probabilidad clasica o “a priori” (o de suce-
sos equiprobables)

Si un evento puede ocurrir de n maneras,
equiprobables y mutuamente excluyentes, de
las cuales m maneras son favorables al suceso
A, se define probabilidad del suceso A como el
cociente m/n.

Ejemplo: En el lanzamiento de un dado de
seis caras numeradas del 1 al 6, 1a probabilidad de
sacar un ndmero primo (2 03 0 5) es 1/2 (3/6).

2. Probabilidad “a posteriori” o de frecuencia
relativa (se tiene en cuenta la historia)

Si un experimento se repite n veces, de las
cuales m veces se presenta el suceso A, entonces
si n es “suficientemente grande”, se estima la
probabilidad del suceso A como m/n.

La Teoria de la Probabilidad se ocupa de
determinar condiciones suficientes para que la
proporcidn de veces que se presenta el suceso A
tienda a estabilizarse en un ndmero entre O y 1,
llamado probabilidad de A.

Si, por ejemplo, lanzamos un dado cien ve-
ces y observamos que la presencia del nimero
“5” es de 16 veces, estimamos la probabilidad
de sacar un 5 en 16/100.

Estas dos interpretaciones se basan en la
posibilidad de repetir el experimento aleatorio
bajo las mismas condiciones.

3. Probabilidad subjetiva o personal

Muchos fendmenos no se prestan para la re-
peticion y, sin embargo, es necesario considerar
su probabilidad, por ejemplo, para asignar una
poliza de seguro a una obra de arte frente al ries-
go de robos o dafios.

En la probabilidad subjetiva intervienen
preferencias y emociones del analista que, en
general, son diferentes. Esta interpretacion re-
presenta una medida del grado de creencia con
respecto a un suceso. Ejemplos:

Un apostador puede preferir el nimero “3” por-

que su horéscopo se lo recomienda o porque es

el dia de San Cono. En este caso, su estimacion
puede diferir de la de frecuencia relativa, con
graves consecuencias para su bolsillo.

La probabilidad de sobrevivir luego de una

operacion quirudrgica la estima un médico,

basando su juicio en lo que ha sido su histo-
ria profesional.

Esta interpretacion de la probabilidad es
considerada por algunos como la mds general.

Fenomenos aleatorios: son aquellos para los
que no puede darse una respuesta exacta sobre
cudl serd su resultado antes de que se produzca.

Espacio muestral: es el conjunto de todos
los resultados posibles del fenémeno.

Diremos que un fenémeno es un experimen-
to aleatorio cuando se cumplen las siguientes
condiciones:

El experimento se puede repetir indefinida-

mente bajo las mismas condiciones controla-

das, pudiéndose obtener resultados distintos
en cada una de las pruebas realizadas (debi-
do a las condiciones no controladas).

El resultado de cada prueba pertenece al es-

pacio muestral.
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Se trata de un fendmeno aleatorio, es decir,
antes de realizar una prueba del experimen-
to no se puede predecir el resultado que se
obtendrd.

La frecuencia relativa de cada resultado
tiende experimentalmente a aproximarse a
un valor fijo, es decir, aparece un modelo de
regularidad estadistica.

El modelo matemdtico general para los fe-
némenos aleatorios requiere siempre un espacio
muestral. El espacio muestral puede ser discreto
o continuo? segtin que el conjunto de casos posi-
bles sea numerable? o no. La descripcion de este
conjunto es el primer paso en la construccion del
modelo matemdtico de un fendmeno aleatorio.

Los eventos o sucesos son cualquier subcon-
junto de resultados posibles a los que se les va a
atribuir una probabilidad (entre los cuales debe in-
cluirse el espacio muestral y el conjunto vacio).

Se dice que ha ocurrido un evento o suceso

E si el resultado del experimento es un ele-

mento de E.

Cuando un suceso contiene un solo elemen-

to del espacio muestral diremos que se llama

suceso elemental o simple y llamaremos
suceso compuesto a aquellos formados por
dos o mds elementos del espacio muestral.

Ejemplo: es un suceso elemental que sal-

ga cara al tirar una moneda, y es un suce-

so compuesto el que salga impar al tirar un
dado comtn pues estd conformado por los

sucesos elementales: 1,3y 5.

Si el espacio muestral es discreto, se suele
atribuir una probabilidad a cada suceso elemen-
tal. Esto no es, en general, posible para los espa-
cios muestrales continuos.

La funcién de probabilidad* es la que atri-
buye una probabilidad a cada evento. Es una
medida no negativa, aditiva en familias nume-
rables de eventos disjuntos, tal que la medida
del espacio muestral es igual a uno. Ejemplos:

Sea X, el experimento aleatorio “tirar un
dado comiin y observar el niimero de su cara
superior”.

Su espacio muestral correspondiente es Q =
{1,2,3,4,5,6}. En este caso puede contarse la
cantidad de resultados posibles del experi-
mento, por lo tanto estamos frente a un espa-
cio muestral discreto.

Sea X, el experimento aleatorio “observar
la distancia que salta un atleta en salto largo”.

Podemos considerar razonable que un atleta
no supere los 20 metros, por ejemplo; entonces
su espacio muestral es cualquier nimero real
entre 0 y 20 (que representa la distancia que sal-
ta el atleta, expresada en metros).

Q = [0,20] Este conjunto no es numerable;
por lo tanto, el espacio muestral es continuo.

Para el experimento X, un suceso E es que
salga en la cara superior un nimero par. E, por
lo tanto, es el subconjunto de €, formado por
los resultados 2, 4 y 6.

E={24,6}.

Si realizamos una prueba y en la cara supe-
rior del dado aparece el 4 diremos que ha ocu-
rrido E o se ha producido E.

Para el experimento X, un suceso E es que
el atleta salta por lo menos 12 metros. E, por lo
tanto, es el subconjunto de €, formado por los
reales comprendidos entre 12 y 20.

E =1[12,20].

Si se realiza una prueba y el atleta salta 14,7
metros, diremos que ha ocurrido E o se ha pro-
ducido E.

Los sucesos pueden definirse por comprension,
es decir, a través de una condicion necesaria y su-
ficiente para que un elemento del espacio muestral
pertenezca al suceso. Muchas de estas condicio-
nes no son verificadas por ningin elemento del
espacio muestral, definiendo entonces el conjunto
vacio al que llamaremos suceso imposible.

Ejemplo: que “salga un 7” al tirar el dado
del experimento X, Para este caso vemos que
no existe ningtin elemento del espacio muestral
de dicho experimento que pueda hacerlo cierto.
En este caso, el suceso es el conjunto vacio.

Llamaremos suceso imposible a cualquier
suceso que es igual al conjunto vacio.

Algunas condiciones son cumplidas por

2 Por ejemplo, el espacio muestral puede consistir en un intervalo de nimeros reales.
3 Es decir, es posible ponerlos en correspondencia inyectiva con los nameros naturales.
“ Desarrollaremos estas nociones mas adelante en este trabajo.

todos los elementos del espacio muestral, defi-
niendo al conjunto €.
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Ejemplo: para el mismo experimento que
“salga un niumero menor a 7”. Dicho suceso
estd formado por todos los elementos del espacio
muestral y puesto que uno de esos sucesos simples
debe producirse cuando tiremos el dado, siempre
serd cierto que sale un nimero menor a 7.

Llamaremos suceso seguro a aquel suceso
que es igual al espacio muestral.

Algunas condiciones son cumplidas por al
menos uno de los elementos del espacio mues-
tral, pero no por todos.

Si un suceso no es imposible o seguro, en-
tonces es incierto, digamos que hay incertidum-
bre sobre la ocurrencia del suceso y hasta que
no se realice el experimento no podremos decir
si se verificard o no.

Es para estos casos que surge la necesidad
de contar con una teorfa de la probabilidad que
dé cuenta cuantitativamente del grado de incer-
tidumbre de un suceso.

Un suceso es posible si no es imposible. Esta
categoria incluye a los sucesos inciertos y al su-
Ceso seguro.

También definiremos:

Sucesos complementarios: diremos que
dos sucesos A 'y B son complementarios con
respecto al espacio muestral Q si la unién de
ambos forma Q, y si A y B no tienen elementos
en comun.

Ejemplo: Para el caso del experimento X,
los sucesos A: “que salga par” y B: “que salga
impar” son complementarios; siempre que rea-
licemos X se verificard A o B, pues juntos for-
man el espacio muestral de X, y ademds nunca
pueden ocurrir simultdneamente.

Ejemplo: Para el experimento X, el suceso
complementario de {1,2} es {3,4,5,6}.

Sucesos mutuamente excluyentes: cuando
dos sucesos cualesquiera no tengan elementos en
comtin diremos que son mutuamente excluyentes.

Los sucesos mutuamente excluyentes no
pueden ocurrir simultdneamente; la ocurrencia
de uno excluye la ocurrencia del otro. Usando
las operaciones entre conjuntos, la interseccion
de ambos sucesos es el conjunto vacio.

Ejemplos:

Los sucesos complementarios son mutua-

mente excluyentes.

Para X, el suceso {2} y el suceso {3,4,5} son
mutuamente excluyentes.

Por la definicion que dimos de suceso, el
“lenguaje de los sucesos” es el “lenguaje de los
conjuntos”. Es posible, entonces, establecer las
relaciones de inclusion y de igualdad asi como
las operaciones de unidn, interseccién y diferen-
cia de conjuntos para aplicarlas a los sucesos.

Hemos establecido que un suceso es un
subconjunto del espacio muestral de un fe-
némeno aleatorio al que se le atribuye una
probabilidad.

Si consideramos un espacio muestral € fini-
to podemos atribuir probabilidades a los sucesos
elementales y, ademds, usando las operaciones
entre conjuntos, antes mencionadas, podemos
atribuir probabilidades a cualquier subconjunto
del espacio muestral.

Tomemos el experimento X, que consiste en
tirar un dado de forma tetraédrica regular, cu-
yas caras estdn numeradas del 1 al 4, su espacio
muestral, por lo tanto, es Q = {1,2,3.4}.

Obtengamos, entonces, todos los sucesos
posibles asociados a Q; para ello usaremos,
como criterio de organizacién, la cantidad de
elementos que tiene cada suceso, comenzando
por O cantidad de elementos hasta el mdximo
que es 4 elementos.

Cantidad de | Sucesos posibles | Comentarios
elementos asociados al
experimento X,
0 {}=0 El conjunto vacio
1 {1} {2} {3} {4} | Los sucesos elementales

2 {1,2} {1,3} {1,4}

{2,3} {2,4} se forma por la union de los
{3,4} sucesos elementales {2} y {4}
3 {1,2,3} {1,2,4} {1,2,4} se forma por la union de
{1,3,4} {2,4} y del suceso {1}
{2,3,4}
4 {1,2,3,4} El espacio muestral
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Hemos obtenido 16 subconjuntos a partir del
espacio muestral €; estos son, entonces, todos
los sucesos a considerar asociados al experi-
mento X,

Al conjunto {A, : i € I} formado por todos
los sucesos posibles asociados a un experimento
aleatorio® y a los que atribuiremos una proba-
bilidad (en este caso, los 16 subconjuntos del
cuadro anterior) lo llamaremos o-dlgebra (sig-
ma-dlgebra) y lo notaremos con A.

El conjunto A tiene las siguientes propiedades:

1. el conjunto vacio es un elemento de A;

2. si un suceso pertenece al conjunto A, su
complementario también pertenece a A;

3. si una cantidad numerable de sucesos per-
tenece a A, la unidn de los mismos también
pertenece al conjunto A.

Sigamos trabajando con el experimento X,,
que correspondia a tirar un dado de forma tetraé-
dica regular con caras numeradas del 1 al 4 y ob-
servar qué cara quedaba apoyada en la mesa.

Su espacio muestral Q es {1,2,3,4}, llamaremos:
A, al suceso salid el 4 (A ={4});

A, al suceso salié impar (A,={1,3});

A, al suceso salié un nimero menor a 9 (A, =
{1,2,3.4});

A, al suceso salié un 6 (A, ={}= ).

Un suceso imposible como el A, tiene pro-
babilidad cero, un suceso seguro como el A, tie-
ne probabilidad 1, y todos los otros casos, como
son ejemplos el A, y el A, tienen una probabili-
dad que es un nimero del intervalo [0,1].

Tipo de suceso | Imposible | Otros sucesos Seguro
Elemento de la & {1} {2} {3} {4} {1.2} Q
familia de {1,3} {1,4} {2,3} {2,4}
sucesos A {3.4} {1,2,3} {1,2,4}

{1,3,4} {2,3,4}
Probabilidad p 0 0<p(A) <1 1
asignada

Para los casos anteriores notaremos su asig-
nacion de probabilidad asf:
p(A)=0 p(A) =1 O=<pA)=1
donde leeremos, por ejemplo, “la probabilidad
de que ocurra A, es cero”.

Consideremos a continuacién cémo puede
definirse la probabilidad para los sucesos que
son inciertos (ni imposibles ni seguros).

Partamos de un caso particular, el experi-
mento de tirar un dado comtin; a partir de nues-
tra intuicién podemos anticipar que si el dado
fuera perfecto desde el punto de vista fisico,
cada una de las caras tiene igual probabilidad
de salir cuando se efectia un lanzamiento y, por
lo tanto, lo natural serfa asignar la probabilidad
1/6 a cada uno de los sucesos elementales de €2
={1,2,3,4,5,6} de modo que la suma de las pro-
babilidades de los sucesos elementales sea 1.

Por ejemplo, la probabilidad de que salga el
2es 1/6: p({2})=1/6

Y si consideramos el suceso “salid par” se
tiene

p(2,4,6}) = p({2}) + p(14}) + p({6}) = 1/6 +
1/6 + 1/6 = 3/6

pues consideramos que ha ocurrido nuestro
suceso, tanto si sale el 2, como si salen el 4 o
el 6. Formalmente, la féormula anterior es una
consecuencia de la aditividad de la funcion de
probabilidad.
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5 Estamos considerando para este trabajo los espacios muestrales discretos, en los cuales la sigma-algebra natural es la familia de todos los subconjuntos del espacio

muestral (familia de partes de omega).
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